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1. Введение
В работе изучаются задача Коши для вырождающейся квазили-
нейной эволюционной системы уравнений вида
Ht +∇× [|∇ ×H|
p−2∇×H] +
2αx
1 + |x|2
× [| ▽H|p−2∇×H] = 0,
(x, t) ∈ QT = R
3 × (0, T ), α > 0, T > 0, p > 2,
(1.1)
∇ ·H = 0, (x, t) ∈ QT , (1.2)
H(x, 0) = H0(x), x ∈ R
3 (1.3)
и задача Коши для вырождающегося параболического уравнения
ut = div(|∇u|
p−2∇u) + p∇Θ · ▽u| ▽ u|p−2, (1.4)
(x, t) ∈ QT = R
N × (0, T ), N ≥ 1, p > 2, Θ(x) = |x|γ , γ > 1
u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N . (1.5)
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Здесь H(x, t) = (H1(x, t), H2(x, t), H3(x, t)) (здесь и далее вектор-
ные величины выделяются жирным шрифтом), x = (x1, x2, x3), Ht —
производная по времени. H0(x) = (H01(x), H02(x), H03(x)) — задан-
ный вектор. Символ ∇×A означает rotA, то есть векторное произве-
дение векторов ∇ = ( ∂∂x1 ,
∂
∂x2
, ∂∂x3 , ) и A(x); символ ∇·A — скалярное
произведение векторов ∇ и A, то есть ∇ ·A = divA; |A| — длина ве-
ктора A. Если в (1.1) положить α = 0, то (1.1)–(1.3) используется как
приближение к модели Бина для сверхпроводимости типа II (см. [1,2]
и имеющуюся там литературу). Вектор имеет смысл напряженности
магнитного поля. Уравнение (1.4) можно рассматривать как неста-
ционарный p-лапласиан с конвективным членом.
Целью данной работы является установление свойства компакт-
ности носителя задачи (1.1)–(1.3) и (1.4), (1.5) и оценки радиуса носи-
теля при условии, что начальные данные H0 и u0 имеют компактные
носители. Отметим, что финитность решения (1.1)–(1.3) при α = 0
в двумерном случае было установлено в работе [1], а в трехмерном
случае — в [3]. Основной идеей доказательства свойства финитности
носителя является сведение (1.1) и (1.4), соответственно, к видам:
(1 + |x|2)αHt +∇× [(1 + |x|
2)α|∇ ×H|p−2 · ∇ ×H] = 0 (1.6)
и
ω(x)
∂u
∂t
= div(ω(x)|∇u|p−2∇u)), (1.7)
где ω(x) = exp(pΘ(x)). Отметим также, что уравнение (1.4) с исто-
чником изучалось также в работе [4], где на базе построения суб-
и суперрешений была установлена теорема типа Фуджиты. В рабо-
те [4] Θ(x) = |x|α, α > 0 и связь (1.4) с (1.7) не учитывалась. Наш
подход основан на введение специальных весовых пространств и весо-
вых энергетических оценках и может служить альтернативным к [4]
подходом для изучения качественных свойств для уравнений с кон-
векцией.
Отметим, что (1.4) является частным случаем уравнения
ut = div(|∇u|
p−2∇u) +∇Θ∇u|∇u|q−2,
где 1 < q ≤ p, изучение которого представляет независимый интерес.
В частности, интересно было установить свойство финитности реше-
ния и дать точные оценки радиуса носителя. Поскольку, если q 6= p,
то представление типа (1.7) невозможно, и значит подходов данной
работы недостаточно для этих целей.
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Обозначим через W 1p,α(R
3) весовое пространство С. Л. Соболева с
конечной нормой
||f ||W 1p,α(R3) =
(∫
R3
(1 + |x|2)α(|f |p + |∇f |p) dx
) 1
p
.
Пусть H0(x) — измеримая финитная вектор-функция, удовлетворя-
ющая условиям:
∇H0(x) = 0, (1 + |x|
2)α|∇ ×H0(x)| ∈ Lp(R
3),
|∇ × [(1 + |x|2)α|∇ ×H0|
p−2∇×H0]| ∈ L2(R
3). (1.8)
Под слабым решением задачи (1.1)–(1.3) будем понимать вектор-
функцию H(x, t) ∈ L2(0, T ;W
1
p,α(R
3)) ∀T > 0 такую, что ∇ ×H = 0
почти всюду в QT и выполнено интегральное тождество
T∫
0
∫
R3
[−(1+ |x|2)αHΦt+(1+ |x|
2)α|∇×H|p−2(∇×H) · (∇×Φ)] dx dt
=
∫
R3
(1 + |x|2)αH0(x)Φ(x, 0) dx
для любой финитной по x вектор-функции Φ(x, t)∈W 12 (0, T ;W
1
p (R
3))
такой, что ∇×Φ(x, t) = 0 почти всюду и Φ(x, T ) = 0 в R3.
Справедлива следующая теорема.
Теорема 1.1. При сделанных предположениях о данных задачи
(1.1)–(1.3) существует единственное слабое решение H(x, t), причем
Ht(1 + |x|
2)α ∈ L2(QT ) ∀T > 0 и справедливы оценки:
sup
0<τ<t
∫
R3
(1 + |x|2)α|H(x, T )|2 dx+
T∫
0
∫
R3
(1 + |x|2)α|∇ ×H|p dx dτ
≤ c
∫
R3
(1 + |x|2)α|H0|
2 dx, (1.9)
T∫
0
∫
R3
(1 + |x|2)α|Ht|
2 dx dτ + sup
0<τ<t
∫
R3
|∇ ×H|p dx
≤ c
∫
R3
(1 + |x|2)α|∇ ×H0|
p dx. (1.10)
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Замечание 1.1. Заметим, что из оценки (1.10) следует, что H(x, t)
можно понимать не только в слабом смысле, но и поточечно, то есть
почти всюду. Это означает, что H на самом деле сильное решение
(1.1)–(1.3).
Доказательство теоремы в основном такое же, как в случае α = 0.
Неравенство (1.9) и (1.10) легко доказываются умножением на H и
Ht скалярно (1.6) и интегрированием по частям по QT .
Теорема 1.2. Пусть suppH ⊂ BR0 = {|x| < R0} и выполнены усло-
вия (1.8) на H0(x). Тогда сильное решение H(x, t) задачи (1.1)–(1.3)
в Q∞ финитно при всех t > 0 и имеет место следующая оценка
размера носителя:
suppH(x, t) ⊂ BR¯(t) = {|x| < R¯(t)}, x = (x1, x2, x3), (1.11)
где
R(t) = 4R0 + c
[∫
R3
(1 + |x|2)α|H0|
2 dx
](p−2)/k
t2/k,
k = (3 + 2α)(p− 2) + 2p.
Замечание 1.2. Оценка (1.11) при α = 0 совпадает с соответству-
ющей оценкой носителя работы [3]. Очевидно, что при α > 0 оценка
(1.11) в определенном смысле сильнее и при α→∞, 2/k → 0. Таким
образом, система (1.1) “конвективная добавка” играет роль демпфи-
рования.
Далее обозначим через W 1p,ω(x)(R
N ) пространство измеримых
функций, имеющих обобщенные производные в смысле С. Л. Собо-
лева, для которых конечна норма
‖f‖W 1
p,ω(x)
(RN ) = ‖f‖Lp,ω(x)(RN ) + ‖∇f‖Lp,ω(x)(RN ),
где
‖f‖Lp,ω(x)(RN ) =
( ∫
RN
ω(x)|f |p dx
) 1
p
,
‖∇f‖Lp,ω(x)(RN ) =
( ∫
RN
ω(x)|∇f |p dx
) 1
p
.
Пусть u0(x) — неотрицательная измеримая функция, удовлетворяю-
щая условию
u0 ∈W
1
p,ω(x)(R
N ). (1.12)
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Под слабым решением задачи (1.4), (1.5) будем понимать неотри-
цательную функцию u0 ∈ L2(0, T ;W
1
p,ω(x)(R
N )) ∀T > 0 и удовлетво-
ряющую интегральному тождеству
T∫
0
∫
RN
(−ω(x)uϕt + ω(x)|∇u|
p−2∇u∇ϕ) dx dt =
∫
RN
ω(x)u0(x)ϕ(x, 0) dx
для любой финитной по x функции ϕ(x, t) ∈ W 12 (0, T ;W
1
p (R
N )) и
ϕ(x, T ) = 0 в RN .
Справедлива следующая теорема.
Теорема 1.3. Пусть выполнено условие (1.12). Тогда существует
единственное слабое решение u(x, t), причем utω(x) ∈ L2(QT ), QT =
R
N × (0, T ) ∀T > 0, и справедлива оценка
sup
0<t<T
∫
RN
ω(x)u2(x, t) dx+
T∫
0
∫
RN
ω(x)|∇u|p dx dτ ≤ c
∫
RN
ω(x)u20 dx,
(1.13)
T∫
0
∫
RN
ω(x)u2t dx dτ + sup
0<τ<T
∫
RN
ω(x)|∇u|p dx ≤ c
∫
RN
ω(x)|∇u0|
p dx.
(1.14)
Замечание 1.3. Из оценки (1.14) следует, что u(x, t) на самом деле
сильное решение, то есть ut ∈ L2(R
N ) и, следовательно, (1.4) можно
понимать почти всюду.
Доказательство теоремы опускаем.
Теорема 1.4. Пусть suppu0 ∈ BR0 и выполнено условие (1.12). То-
гда сильное решение u(x, t) задачи (1.4), (1.5) в Q∞ финитно при
всех t > 0 и при достаточно больших t > t0(‖u0ω‖L2(RN ))имеет ме-
сто оценка
suppu(x, t) ⊂ BR¯(t) = {|x| < R¯(t)}, x = (x1, . . . , xN ), (1.15)
где R¯(t) = [ln t]
1
γ .
Замечание 1.4. Из оценки (1.15) видно, что оценка носителя силь-
нее, чем в случае Θ = 0 (в последнем случае см., например, [5]).
Отметим также работу [6], где исследовались асимпточеские свой-
ства носителей для квазилинейных параболических уравнений высо-
кого порядка с конвекцией. В основе доказательств теорем 1.2 и 1.4
лежат энергетические подходы работ [3, 7–9].
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2. Вспомогательные утверждения
Пусть Ω ⊂ R3-область с достаточно гладкой границей. Тогда не-
посредственно можно проверить, что для любых гладких векторных
полейA(x) иB(x) таких, чтоA(x), B(x), ∇×A(x), ∇×B(x) ∈ L2(Ω)
и либо B(x), либоA(x), равно нулю на ∂Ω, справедливо интегральное
тождество ∫
Ω
A(x) · (∇×B(x)) dx =
∫
Ω
∇×A(x) ·B(x) dx. (2.1)
Далее, для достаточно гладких A(x) и скалярной функции a(x) име-
ют место формулы:
∇× (a(x)A(x)) = a(x)∇×A(x) + (∇a(x))×A(x), (2.2)
∇×∇×A(x) = −∇A(x) +∇(∇ ·A(x)). (2.3)
Из (2.3) при условии, что A(x) = 0 при x ∈ ∂Ω, ∇·A(x), ∇×A(x) ∈
Lp(Ω), следует, что
‖DA(x)‖Lp(Ω) ≤ c
(
‖∇ ×A(x)‖Lp(Ω) + ‖∇ ·A(x)‖Lp(Ω)
)
. (2.4)
Здесь и далее через C и c обозначаются различные положительные
постоянные, зависящие лишь от данных задачи, DA(x) = {∂Ai(x)∂xj ,
i, j = 1, . . . , 3}. Обозначим
‖A(x)‖Lp(Ω) =
(∫
Ω
3∑
i=1
|Ai(x)|
p dx
) 1
p
,
‖DA(x)‖Lp(Ω) =
(∫
Ω
3∑
i=1
|∇Ai(x)|
p dx
) 1
p
,
где |DA(x)|p =
∑3
i,j=1 |
∂Ai(x)
∂xj
|p. Для вектор-функции U(x) такой, что
U(x) = 0 на ∂Ω и∫
Ω
|x|β|U|ε dx,
∫
Ω
|x|β|DU|p dx <∞, β > 0,
то для q > ε > 0, p ≥ 1,(∫
Ω
|x|β|U|q dx
) 1
q
≤ c
(∫
Ω
|x|β|DU|p dx
)a
p
(∫
Ω
|x|β|U|ε dx
) 1−a
ε
,
(2.5)
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где постоянная 0 ≤ a ≤ 1 находится по размерности
3 + β
q
=
(3 + β − p)a
p
+
(3 + β)(1− a)
ε
и C = C(β, q, ε). Отметим, что (2.5) справедливо и в случае Ω = R3.
Доказательство (2.5) можно найти в [10].
Далее, пусть ∇f(x)ω
1
p ∈ Lp(R
N ). Тогда справедливо следующее
неравенство Пуанкаре:∫
RN
|∇Θ|pω|f |p dx ≤ c(P,N)
∫
RN
ω|∇f |p dx. (2.6)
Напомним, что ω(x) = exp(pΘ(x)), Θ(x) = |x|γ , γ > 1. Доказатель-
ство (2.6) можно найти в [11]. На самом деле, в [11] (2.6) установлено
для более общего класса функций Θ(x). Неравенство (2.6) позволяет
доказать следующее мультипликативное неравенство:
( ∫
RN
ω
q
p |f |q dx
) 1
q
≤ c
( ∫
RN
ω|∇f |p dx
)a
p
( ∫
RN
ω
ε
p |f |ε dx
) 1−a
ε
, (2.7)
где q > ε, p ≥ 1 и 0 < a < 1 определяется так:
N
q
=
(N − p)a
p
+
N(1− a)
ε
.
Докажем (2.7). Возьмем в классическом неравенстве Ниренберга–
Гальярдо
( ∫
RN
|v|q dx
) 1
q
≤ c
( ∫
RN
|∇v|p dx
)a
p
( ∫
RN
vε dx
) 1−a
ε
,
v = ω
1
p f. Тогда
( ∫
RN
ω
q
p |f |q dx
) 1
q
≤ c
( ∫
RN
(ω|∇f |p + |∇Θ|pω|f |p) dx
)a
p
( ∫
RN
ω
ε
p |f |ε dx
) 1−a
ε
.
Применяя (2.6), приходим к (2.7).
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3. Доказательство теоремы 1.2
Пусть D1 ⊂ D2 — два открытых множества с достаточно гладкой
границей, причем D2 ∩ BR0 = ∅. Пусть ζ(x) — гладкая срезающая
функция множества D2 и такая, что ζ(x) = 1 на D1, ζ(x) = 0 вне
D2. Умножим обе части (1.6) скалярно на H(x, t)ζ
s(x), где s ≥ p
достаточно велико. Интегрируя по частям по Qt, получим
1
2
∫
D2
(1 + |x|2)αζs|H(x, t)|2 dx
+
t∫
0
∫
D2
(1 + |x|2)α|∇ ×H|p−2∇×H · ∇ × (Hζs) dx dτ = 0. (3.1)
Пользуясь (2.2), перепишем (3.1) в виде
1
2
∫
D2
(1 + |x|2)αζs|H|2 dx+
t∫
0
∫
D2
(1 + |x|2)αζs|∇ ×H|p dx dτ
= −
t∫
0
∫
D2
|∇ ×H|p−2(1 + |x|2)α∇ζs ×H dx dτ. (3.2)
Поскольку |∇ζ×H| ≤ c|∇ζ||H|, то применяя неравенство Юнга, оце-
ним правую часть (3.2) через
1
2
t∫
0
∫
D2
(1+ |x|2)αζs|∇×H|p dx dτ+c
t∫
0
∫
D2
(1+ |x|2)αζs−p|∇ζ|p|H|p dx dτ.
Это даст
sup
0<τ<t
∫
D2
(1 + |x|2)αζs|H|2 dx+
t∫
0
∫
D2
(1 + |x|2)αζs|∇ ×H|p dx dτ
≤ c
t∫
0
∫
D2
(1 + |x|2)αζs−p|∇ζ|p|H|p dx dτ. (3.3)
В силу того, что ∇ ·H = 0
∇ · (ζsH(x, t)) = ζs∇H+ sζs−1∇ζ ·H = sζs−1∇ζ ·H.
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Таким образом,
(1 + |x|2)α|∇ζsH|p ≤ c(1 + |x|2)αζp(s−1)|∇ζ|p|H|p. (3.4)
Более того,
∇× (ζsH) = ζs∇×H+ sζs−1∇ζ ×H.
Значит,
|∇ × (ζsH)|p ≤ c(ζsp|∇ ×H|p + ζps−p|∇ζ|p|H|p). (3.5)
Поскольку p > 2 и 0 ≤ ζ ≤ 1, то ζps ≤ ζs, ζps−p ≤ ζs−p, ζ2s ≤ ζs,
следовательно, из (3.3)–(3.5) получим
sup
0<τ<t
∫
D2
(1 + |x|2)α(ζsH(x, t))2 dx
+
t∫
0
∫
D2
(1 + |x|2)α|∇ × ζsH|p dx dτ +
t∫
0
∫
D2
(1 + |x|2)α|∇ · ζsH|p dx dτ
≤ c
t∫
0
∫
D2
(1 + |x|2)αζs−p|∇ζ|p|H|p dx dτ. (3.6)
Если теперь взять в неравенстве (2.4), A = (1 + |x|2)α|∇ζsH, то из
(3.6) получим
sup
0<τ<t
∫
D2
(1 + |x|2)α|ζsH(x, t)|2 dx
+
t∫
0
∫
D2
(1+ |x|2)α|D(ζsH|p dx dτ ≤ c
t∫
0
∫
D2
(1+ |x|2)αζs−p|∇ζ|p|H|p dx dτ
+ c
t∫
0
∫
D2
(1 + |x|2)α−p|x|pζs−p|H|p dx dτ. (3.7)
Рассмотрим последовательность Rn = R(1 + 2
−n−1) и rn =
R(1−2−n−1)
2 , R ≥ 4R0, n = 0, 1, 2, . . . Пусть Ωn = {x ∈ R
3 : rn|x| < Rn}.
Пусть ζn(x) — последовательность гладких срезающих функций та-
ких, что ζn(x) = 1, x ∈ Ωn−1; ζn(x) = 0, x ∈ R
3\Ωn; |∇ζn| ≤
c2n
R .
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Очевидно, что при R > 4R0 носители ζn не пересекаются с носителем
H0(x). Из (3.7) при D1 = Ωn−1, D2 = Ωn (n ≥ 1) и ζ = ζn имеем
sup
0<τ<t
∫
Ωn
(1 + |x|2)α(ζsnH(x, τ))
2 dx+
t∫
0
∫
Ωn
(1 + |x|2)α|D(ζsnH)|
p dx dτ
≤
c2np
Rp
t∫
0
∫
Ωn−1
(1 + |x|2)α|ζsn−1H|
p dx dτ. (3.8)
Не ограничивая общности, можем считать, что R0 > 1, и, значит, в
кольцах Ωn : (1 + |x|
2)α ∼ |x|2α и мы можем применить мультипли-
кативное неравенство (2.5) с β = 2α, q = p и U = Vn−1 = ζ
s
n−1H.
Имеем∫
Ωn−1
|x|2α|Vn−1|
p dx
≤ c
( ∫
Ωn−1
|x|2α|DVn−1|
p dx
)a( ∫
Ωn−1
|x|2α|Vn−1|
2 dx
) p(1−a)
2
, (3.9)
где a = 3(p−2)k , k = (3+ 2α)(p− 2)+ 2p. Интегрируя (3.9) по времени,
получим
t∫
0
∫
Ωn−1
|x|2α|Vn−1|
p dx dτ ≤ ct1−a
( t∫
0
∫
Ωn−1
|x|2α|DVn−1|
p dx dτ
)a
×
(
sup
0<τ<t
∫
Ωn−1
|x|2α|Vn−1|
2 dx
) p(1−a)
2
. (3.10)
Обозначая
Yn = sup
0<τ<t
∫
Ωn
|x|2α|Vn(x, τ)|
2 dx+
t∫
0
∫
Ωn
|x|2α|DVn(x, t)|
p dx dτ
и учитывая (1 + |x|2)α ∼ |x|2α, из (3.8) и (3.10), находим
Yn ≤
c2npt1−a
Rp
Y
1+
(1−a)(p−2)p
k
n−1 .
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Из итеративной леммы 5.6 [11] следует, что Yn → 0 при n→∞, если
ct
2
kY
p−2
k
0
R
≤ ε0(α, p), (3.11)
где ε достаточно малый параметр. Осталось доказать, что
Y0 ≤ Y¯0 = c sup
0<τ<t
∫
R
4
<|x|< 3
2
R
|x|2α|H|2 dx
+ c
t∫
0
∫
R
4
<|x|< 3
2
R
|x|2α|DH|p dx dτ ≤ cR−
k
2 tE
p−2
2
0 , (3.12)
где E0 =
∫
R3
(1 + |x|2)α|H0|
2 dx.
Для доказательства (3.12) рассмотрим последовательность колец
Ω(n) : Ω(n) ⊂ Ω(n+1) таких, что Ω(n) = {r(n) < |x| < R(n)}, где
r(n) = R8 (1 + 2
−n), R(n) = 32R(2 − 2
−n). Рассмотрим также последо-
вательность срезающих функций ζ(n)(x) таких, что: ζ(n)(x) = 1 для
x ∈ Ω(n) и ζ(n)(x) = 0 вне Ω(n+1). Пусть V (n)(x, t) = [ζ(n)(x)]sH(x, t).
Тогда как и ранее приходим к неравенству
Jn = sup
0<τ<t
∫
Ω(n)
|x|2α([ζ(n)(x)]sH(x, τ))2 dx
+
t∫
0
∫
Ω(n)
|x|2α|D[ζ(n)(x)]sH(x, τ)|p dx dτ
≤ bn1R
−p
t∫
0
∫
Ω(n+1)
|x|2α|[ζ(n+1)(x)]sH(x, τ)|p dx dτ. (3.13)
Применяя к функции V (n)(x, t) снова мультипликативное неравен-
ство и неравенство Юнга, получим из (3.13)
Jn ≤ δJn+1 + c(δ)R
− p
1−a t
[
sup
0<τ<t
∫
Ω(∞)
|x|2α[V (∞)(x, τ)]2 dx
] p
2
. (3.14)
В силу теоремы 1.1
sup
0<τ<t
∫
Ω(∞)
|x|2α[V (∞)(x, τ)]2 dx ≤
∫
RN
(1 + |x|2)α|H0(x)|
2 dx.
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Следовательно, итерируя (3.14) по параметру n, мы приходим к тре-
буемому неравенству (3.12). Подставляя теперь оценку (3.12) в (3.11),
приходим к выводу, что H(x, t) ≡ 0 п.в. x ∈ R3, если R ≥ 4R0+ cR(¯t).
Теорема 1.2 доказана.
4. Доказательство теоремы 1.4
Пусть Ω1 и Ω2 — два открытых множества с достаточно гладкой
границей, причем Ω2 ∩ {suppu0(x)} = ∅ и пусть ζ(x) — гладкая сре-
зающая функция множества Ω2 : ζ(x) = 1 на Ω1, ζ(x) = 0 вне Ω2.
Умножим обе части (1.7) на u(x, t)ζs(x), где s ≥ p достаточно велико.
Интегрируя по частям по Qt = R
N × (0, t), получим
1
2
∫
Ω2
ω(x)ζs(x, t)u2(x, t) dx+
t∫
0
∫
Ω2
ω(x)ζs(x)|∇u|p dx dτ
= −s
t∫
0
∫
Ω2
ω(x)ζs−1|∇u|p−2∇u∇ζ dx dτ. (4.1)
По неравенству Юнга имеем
t∫
0
∫
Ω2
ω(x)ζs−1|∇u|p−1|∇ζ| dx dτ ≤
1
2
t∫
0
∫
Ω2
ω(x)ζs|∇u|p dx dτ
+ c
t∫
0
∫
Ω2
ω(x)ζs−p|∇ζ|pup dx dτ.
Следовательно, из (4.1) получим
sup
0<τ<t
∫
Ω2
ω(x)ζsu2(x, τ) dx+
t∫
0
∫
Ω2
ω(x)ζs|∇u|p dx dτ
≤ c
t∫
0
∫
Ω2
ω(x)ζs−p|∇ζ|pup dx dτ. (4.2)
Рассмотрим последовательности R(n) = R(1 + 2
−n−1) и r(n) = R(1 −
2−n−1)/2, R ≥ 4R0, n = 0, 1, 2, . . . Пусть Ω(n) = {x ∈ R
N ; r(n) < |x| <
R(n)} и ζn(x) — последовательности гладких срезающих функций та-
ких, что ζ(n)(x) = 1; x ∈ Ω(n+1), ζ(n)(x) = 0, x ∈ R
N\Ωn, |∇ζn(x)| ≤
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c2n
R . Тогда из (4.2) при Ω1 = Ω(n+1), Ω2 = Ω(n) (n ≥ 1) и ζ(x) = ζn(x)
получаем
sup
0<τ<t
∫
Ωn
ω(x)(ζsnu)
2 dx+
t∫
0
∫
Ωn
ω|∇(ζsnu)|
p dx dτ
≤
c2np
Rp
t∫
0
∫
Ωn−1
ω(ζsn−1u)
p dx dτ. (4.3)
Далее, применим неравенство (2.7) с q = p, ε = 2, f = vn−1 = ζ
s
n−1u.
Это даст
∫
RN
ωvpn−1 dx ≤ c
( ∫
RN
ω|∇vn−1|
p dx
)a( ∫
RN
ω
2
p v2n−1 dx
) p(1−a)
2
.
Следовательно, интегрируя это неравенство по времени, находим
t∫
0
∫
Ωn−1
ωvpn−1 dx dτ ≤ c
( t∫
0
∫
Ωn−1
ω|∇vn−1|
p dx dτ
)a
×
( t∫
0
( ∫
Ωn−1
ω
2
p v2n−1 dx
) p
2
dτ
)1−a
. (4.4)
Далее, поскольку ω
2
p = ωω
− p−2
p , то очевидно, что∫
Ωn−1
ω
2
p v2n−1 dx ≤ c exp(−(p− 2)(
R
4
)γ)
∫
Ωn−1
ωv2n−1 dx.
Значит, из (4.4) получим
t∫
0
∫
Ωn−1
ωvpn−1 dx dτ ≤ ct
1−a
[ t∫
0
∫
Ωn−1
ω|vn−1|
p dx dτ
]a
× exp
(
− (p− 2)
p
2
(1− a)
(R
4
)γ)[
sup
0<τ<t
∫
Ωn−1
ωv2n−1 dx
] (1−a)p
2
. (4.5)
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Наконец, объединяя (4.3) и (4.5) и обозначая
In = sup
0<τ<t
∫
RN
ωv2n dx+
t∫
0
∫
RN
ω|vn|
p dx dτ,
приходим к неравенству
In ≤
c2np
Rp
t1−a
ω1(R)
I
1+
(1−a)(p−2)
2
n−1 , (4.6)
где ω1(R) = exp(−(p− 2)
p
2(1− a)(
R
4 )
γ). Из (4.6) следует, что, если
I
(1−a)(p−2)
2
0 t
1−a
Rpω1(R)
≤ ε1(p,N), (4.7)
где ε1(p,N) достаточно мало, то In → 0, n → ∞. Это означает, что,
если выполнено(4.7), то
∫
R
2
<|x|<R ωu
2 dx = 0, то есть u = 0 почти
всюду в R2 < |x| < R. Найдем условие, при котором выполнено (4.7).
В силу теоремы 1.3.
I0 ≤ c
∫
RN
ωu20 dx,
(4.7) выполнено, если
ω1(R) ≥ c
[ ∫
RN
ωu20 dx
] (1−a)(p−2)
2
t1−a.
Последнее эквивалентно утверждению теоремы. Теорема 1.4 доказа-
на.
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